Prérequis : Division euclidienne, divisibilité, relation de congruence.
Cadre : Soient n et m des entiers naturels non nuls.

I Structures

1) Structure de groupe
Rappel. Les sous-groupes de Z sont les nZ, ce sont aussi ses idéaux.

Définition 1. Z/nZ est le quotient de Z par le sous-groupe nZ.
(Z/nZ,+) est muni d’une structure de groupe par : T+7 == + y.

Proposition 2. (Z/nZ,+) est cyclique.
Proposition 3. Tout groupe monogéne est isomorphe soit & (Z,+) soit
a (Z/nZ,+) pour un certain entier n, selon son cardinal.

Exemple 4. Groupe des racines n-iéme de l'unité isomorphe a Z/nZ.

Proposition 5. — Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
— Tout sous-groupe de Z/nZ est engendré par la classe d’un diviseur

b de n, ce sous-groupe est d’ordre a = 7.
— Réciproquement, si aln et b = %, il existe un unique sous-groupe
de Z/nZ d’ordre a, engendré par la classe b modulo n.

Exemple 6. Les sous-groupes de Z /67 sont engendrés par les classes de
1,2,3,6:(1)=Z/6Z, (2) 27Z/3Z, (3) =ZZ/2Z et (6) = {0}.

Définition 7. On appelle indicatrice d’Euler de n > 1 lentier :

¢(n) = Card ({k € [1,n] ’ kAn=1})
Proposition 8. Soit k € N. k est inversible (Z/nZ,+) si, et seulement
si, k Am = 1. En particulier, o(n) est le nombre d’inversibles de Z/nZ.
Proposition 9. Les générateurs sont exactement les inversibles.
Exemple 10. ¢(6) = 2 et les générateurs de Z/6Z sont 1 et 5.

Proposition 11. — Pourd|n, Z/nZ admet o(d) éléments d’ordre d.
— (Formule de Mdbius) n =3 o(n)
d|n

Proposition 12. Les automorphismes de groupe de Z/nZ sont les ap-
plications ¥y : T +— kT pour 1 < k < n avec k An = 1. On a ainsi
Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.

Exemple 13. Aut(Z/6Z) = Z/2Z (groupe d deuz éléments)

2) Structure d’anneau

Définition 14. Z/nZ est le quotient de Z par 'idéal nZ. (Z/nZ,+,-)
est muni d’une structure d’anneau par : T+gyg=xz +y et T -y = Ty.

Proposition 15. Soit n > 1 et a € Z. Alors a engendre Z/nZ si, et
seulement si, a € (Z/nZ)*.

Corollaire 16. L’anneau Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est un
nombre premier. On note alors Z/nZ = F,,.

Proposition 17 (Euler). Soient a et n deuz entiers non nuls premiers
entre euz. Alors a?™ = 1[n].

Corollaire 18 (Fermat). Soient p un nombre premier et a € N* non
divisible par p. Alors a?P~! = 1[p].

Proposition 19 (Wilson). Soit p € N*, alors p est premier si, et seule-
ment si, (p — 1) = —1[p].

Théoréme 20 (Bézout). Soient a et b deux entiers non nuls, alors a et
b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers u et v
tels que au + bv = 1.

Théoréme 21 (Restes chinois). Soit n = mymso avec my Amg = 1. Alors
o: | Z/nZ — Z/miZ X Z/msZ est un isomorphisme d’anneauz.
TN <M 7777,2)

o &%

Généralisation 22. Le théoréme des restes chinois se généralise a tout
produit d’entiers premiers entre eur deux d deur.

Exemple 23. Résolution de systémes de congruences :

1(3]
2[4 & x=10460k, k€ Z
0[5]

—N
8 8 8

Corollaire 24. Soient m,n € N premiers entre eux. On a alors
(Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z]/mZ)*, et donc o(nm) = p(n)p(m).
Corollaire 25. Soit n = p{*'...pp*. Alors :

AW(Z/nZ) = (Z)(p)E) x ... x (L) (5*)Z)"
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II Arithmétique dans Z

1) Equations diophantiennes

Définition 26. Un équation diophantienne est une équation de la forme
P(z1,...,2,) = 0, o P est un polynéme a n variables et & coefficients
entiers, et dont on cherche les solutions parmi les entiers.

Exemple 27. — Triplets pythagoriciens : x% + y? = 22
— Equation de Pell-Fermat : 2> —ny?> =1

— Somme de carrés : n = x2 + 1>

Proposition 28. Soit a,b et ¢ des entiers. On note (E) l’équation
ax + by = c. L’équation (E) admet des solution si, et seulement si, le
pged de a et b divise c. Dans ce cas, il y a une infinité de solutions.

Théoréme 29 (Sophie Germain). Soit p un nombre premier impair tel
que 2p + 1 est premier. Si xP + y? + y? = 0, alors xyz = 0[p].

2) Carrés dans Z/pZ

Définition 30. Si g = p™ avec p premier, on note F, le corps & g éléments.

Définition 31. On pose (Fy)? = {2? € F, | # € F,} I'ensemble des carrés
de Fy, et F3?> =F2 NF}.
Proposition 32. Siqg=p", ona :

— Sip=2,F2=F,

— Sip>2, [F?2| =L et [F22| = 41

q—1

Proposition 33. Sig=p" etp>2, onazx € IE‘;Q Sz =1,

Corollaire 34. Siq=p™ et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru a 1 modulo 4.

Corollaire 35. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k+1.
Définition 36. Soit p un premier impair et a € N. On définit le symbole
1 sia€F?
de Legendre de a par p par (%) = { ~lsiag ]FZ2 .
0 sia= 0

P p)\p
Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {£1}.

Proposition 37. Pour x,y € Fy, on a (ﬂ> = <£> <3>

Proposition 38. Soit p un premier impair et a € N, alors (%) =az [p]

Théoréme 39 (Réciprocité quadratique). Soient p et ¢ deux premiers

distincts impairs. Alors (g) = (ﬂ) (—1)%1%1.
p q

2
Proposition 40. (%) = (—1)pT1

w

Bxemple 41. (33) = (#) = (8) = (3) (5) =~ (¥) =~ (}) =1

Exemple 42. L’équation x* + 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.

IITI Applications aux polynomes

1) Irréductibilité des polynémes de Z|[X]|

Proposition 43. Soient P,Q € F,[X]. Alors :

(P+Q)P =PP+ QP et (P(X))? =P(XP)

Définition 44. On définit le contenu de P(X) = > ai X* € Z[X] par
k=0

¢(P) = pged(ag, - - -, ay). Un polyndéme P est dit prir?litif si ¢(P) = 1.

Proposition 45. Soient P,Q € Z[X], alors c(PQ) = ¢(P)c(Q).

Proposition 46. Les polynomes irréductibles de Z[X] sont :

— Les polynomes constants, irréductibles dans 7 (premiers).
— Les polynomes non constants, primitifs et irréductibles dans Q[X].

n
Théoréme 47 (Critere d’Eisenstein). Soit P(X) = ax X" € Z[X].
k=0
Soit un nombre premier p tel que p{ an, Vi < n,pla; et p? {ag.
Alors P est irréductible dans Z[X].
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2) Polyndémes cyclotomiques

Définition 48. Soit n € N*, on définit ®,, € C[X] le n-iétme polynome

cyclotomique par ®,(X) = ] (X = &), ot u} C C désigne les racines
gepy,

primitives n-iéme de 1'unité.

Proposition 49. ®,, est unitaire de degré o(n).

Proposition 50. Vn € N*, X" — 1 = [] ®4(n)
d|n

p—1
Exemple 51. &1(X)=X -1, (X)) =X +1, ¢,(X) = > X*
k=0

Proposition 52. Pour n € N*, ®,, est a coefficients entiers, et est irré-
ductible dans Z[X].

Lemme 53. Soit a € Z et p premier tel que p|®,(a) et p ¥ Py(a) pour
dn et d < n. Alors p = 1[n].

Théoréme 54 (Dirichlet faible). Pour n > 1, il existe une infinité de
nombres premiers congrus ¢ 1 modulo n.

Développements

— Théoréme de Sophie Germain (29) [ ]
— Réciprocité quadratique (39) [Ser]
— Forme faible de la progression arithmétique de Dirichlet (53,54)

[FGN]
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